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摘 要 对 于 给 定 的 悍 然 数 mw Smarandache 震 国 数 SP(P) 定义 为 SP(n) = min{frna : 
中 | mm 2EN. 本 文 研 容 了 这 个 函数 的 的 值 分 布 性 质 , 并 利用 解析 方法 得 到 了 Smaran- 
dache 社 函 数 的 一 个 较 强 的 均值 公式 . 
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1 5 引言 及 结论 


对 于 给 定 的 自然 数 n, Smarandache 和 函 数 SPLnp) 定义 为 
9Pm) = min{fm :mm e AN 
当 m 取 毅 自然 数 时 , 由 SP(n) 便 得 到 了 如 下 的 一 个 数列 : 1, 2, 3，2，5，6,， 7, 4, 3,，10,， 11,， 6，13， 
14, 15, 4，17, 6, 19, 10,..… 在 文 四 中 , Smarandache 教授 让 我 们 研究 数列 1SP(m)} 的 性 质 . 从 
SP(mn) 的 定义 很 守 易 得 到 : 如 果 ”是 一 个 素数 的 方 寡 即 4 = pc, 则 有 
D， 如 果 1<ax<zp: 
22， 如 果 p+1<aw<2p2?; 
5P( 四 = 23， 如 果 2p2+1<a<3p3: 


2D2 ， 奸 果 (ae = 1)pa-1+1T<a<apa. 
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如 果 王 2 332 2 县 对 所 有 的 ai 和 三 天 2 1) 都 有 am 和 po 那么 SP =DO, 其 
中 =THp 令 A4 表示 所 有 具有 这 个 性 质 的 也 的 集合 , 则 SP(n) 在 集合 4 上 有 共有 可 乘 
性 ， Te mt,72 E .4. 如 果 (Dam0o) 三 1 则 SPnaina)= SPnroPlno) 然而 SP(p) 却 
不 是 可 乘 图 数 , 比如 SP(8) = 4 95P(3) = 3, 而 SP(24) = 6 关 SP(3) x SP(8). 因此 对 5PUn) 
的 均值 性 质 钱 究 就 显得 十 分 困难 . 但 是 对 于 大 部 分 的 mw, SP(n) 的 值 等 于 函数 V(n) 的 值 . 所 以 在 
SP(n) 的 许多 均值 问题 研究 中 , 我 们 可 以 用 可 乘 函 数 Cn) 代替 非 可 乘 函数 SP(n). 本 文 利用 解 
析 方 法 证 明了 这 一 点 , 并 获得 了 5P(n) 的 几 个 有 趣 的 渐 近 公式 , 即 证 明了 : 
定理 1 对 任意 的 实数 zx > 1 有 潮 近 公式 


本 1 3 二 
2 


TI 的 了 
其 中 [。 表示 对 所 有 的 素数 求 积 , e Sn 
定理 2 ”对 任意 的 实数 zx > 1, 有 谣 近 公 
2 00SP(n)) heI(- 元 +O(e3t) 


其 中 丰 加 为 欧 拉 冰 数 
定理 3 对 任意 的 实数 z > 1, 有 前 近 公式 


0 


TFT2 克 2 
类 王 永 


其 中 an) 表示 Dirichlet 除数 函数 , 6(s) 表示 Riemann-zeta 国 数 , 7 为 欧 拉 凋 数 . 


2 几 个 5| 理 


为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 如 下 的 几 个 引 理 : 
引 理 1 对 任意 的 实数 z > ], 有 渐 近 公式 


和 ol = 32 人 Ts +oea) 


彤 所 江 
证 明 令 1s)= 宁 2 2 全 从 Un 的 定义 知 Un) 是 一 个 可 乘 函 数 , 那么 由 Eurler 积 全 


式 丫 , 可 得 
VD) TU(D2) ) D ， 了 | 
s]J=TTU+ 十 + =TIU+r 翅 + 专 二 入 
几 s】 ( Ds 2s 4 2 


了 


-If* + 也 | 


《ace 一 1 1 ) 
《Cl 二] II pp 二/ 


因为 jF(aj < 站 | 开 2 2 多 | < Cle -1 其 中 > 2 为 s 的 实 部 , 则 由 Perron 公式 四. 有 


有 = 生计 
1 也 十 让 四 bo 已 
奔 吧 - 志 上 / Je+ajE e+o( 二 2 二) 
人 27i 刀 _i 5 下 


log 交 二 ; 
十 O| zz- 厅 (27)mi ( 2) +ofz “0 妃 (N ma 二) 
( Gzmin 人 (各 (mm 到 吉 
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其 中 六 为 离 z 最 近 的 整数 , 当 z 为 半 奇 数 时 取 N = z 一 1/2, lzl = lz -| 


am) 一 Vso=020=3， ee Ce 一 则 有 


3 C(s)k(s 一 1 人 
2 =- 款 3_ir 《C(2(s 一 革 ) Re) -高 十 O(z2+e)， 


其 中 有 s) = IT (1L- sn) 现在 来 估计 


1 Ai 《C(s)C(s 一 1 2Zs 
2ri /3_ir 《(2(s 一 ]) 8 5 


在 上 式 中 取 


将 积分 线 从 3 士 这 移 到 引 士 这 此 时 函数 《Se Rs) 空 在 。- ? 处 有 一 个 _ 阶 极点 留 数 为 


羽 (2)z? 
2)， 即 


_ 玉 2)2 


人 


取 了 = za 容易 估计 
也 人 + 有 CR) 
27i 3 十 i 呈 一 这 6(2 2 一 1)) 3 


0 
2Ti 人 6C(2(s 一 1)) R(s ) 二 ds 


由 于 RD)=Ip 4- 元 辣 ) 所 以 


和 va = zz RE +oei9) 


用 扩 区 
这 样 便 证 明了 引 理 1 
引 理 2 对 任意 的 实数 > > L, 有 估计 式 


< 了. 


》， ap 妇 ln4z. 
PS 交工 
CD 了 PP 
证 明 因为 wa>2P 所 以 pp <zp<z 那 么 
1 
2 < 二 < nz 
ln 
又 因为 pc < z, 则 
inzr mx 
QQ 苹 一 一 世 一 一 
”Inp ”in2 


结合 (1) 和 (2), 我 们 有 


> ap< > pp> ac<nz》 7 


PCc 把 和 厂 芝 1 a< 志 各 p<inz 
CD 了 


2 


(DU 


(3) 


注意 到 T(z) 三 庆 十 O (; 7 二 二) ， 其 中 TT(Z) 表示 小 于 或 等 于 > 的 素数 的 个 数 , 可 以 得 到 于 过 


大 和 


2 Inz < 冬 于 人 结 合 (3 ) 式 ， 便 有 
六 ap 发 ln4z. 


这 样 便 证 明了 引 理 2. 
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引 理 3 ”对 任意 的 实数 z > 1. 有 估计 式 
SP(TD) 全 交 Da 7. 


诈 全 六 
局 书 (站 人 Pr 


证 明 设 于 = 卫 1222 2D00r, 则 CO) 三 太 pz 六 县 7) .因为 号 P(P) > T7(P)， 
we 少 仓 在 个 素数 疡 (LE<IE& 7 它 的 次 数 o 满足 ay > 刀 有 Dr 令 e=maxfo yy 一 
7 2 表示 a 所 对 应 的 最 大 的 素数 , 那么 根据 9P(n) 的 定义 , 易 知 


PT) < aoP. ( 导 
4) 式 . 便 各 
>》， 己 (72) < 》， CD 一 》， CD < 》 >》 ， QZ 
7 的 小 全 扫 工 困 甩 空 区 工 六 工 有 扩 了 
POLO 器 忆 CD)>ITUn) (mn pm) > 上 


PPT 


为 SP(P) < 扩 >》 ln 了 一 交 Dalr. 


全 人 到 执 沁 
六 天 (PP) > 


从 引 理 2 知 


这 样 合 证 明了 引 理 3. 


3 定理 的 证 明 
这 和 完成 定理 的 证 明 . 首先 证 明定 理 下 注意 到 SP(a) > V(m. 我 们 有 


>》 SP( 和 站- 》 UV(r) 本 > (5P( 几 -DO 和 SP 


站 < 守 了 杂 所 全 工 让 扩 评 全 人 
六 有 (jg 人) 呵 刀 ( 放 ) > 了) 


此 时 由 引 理 3, 便 有 有 


>， SP(m) 一 >》 ， UVz) exrlnor 或 》， SP(m) 加 0 rz) FO(zDr 2) 


RS 仿 氧 江 好 扫 工 站 福 江 


上 时 由 引 理 1. 有 


这 样 便 完 成 了 定理 1 的 证 明 . 利用 相同 的 方法 我 们 还 可 以 证 明定 理 2 和 定理 3. 
致谢 “作者 对 导师 张 文 觅 教授 的 细心 指导 表示 囊 心 的 感谢 . 
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